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1 Lineare Abbildungen

Definition.
Eine Abbildung f : X — Y heisst injektiv, falls

Ve, € X0 xp#x0 =  f(x1) # fx2).

(In Worten: Verschiedene Elemente aus X werden auf verschiedene Bilder in Y abge-
bildet.)

Definition.
Eine Abbildung f : X — Y heisst surjektiv, falls

VyeYdreX: f(z)=uy.
(In Worten: Jedes Element aus Y wird von f ”getroffen”.)

Definition.
Eine Abbildung f : X — Y heisst bijektiv, falls

VyeY3zre X: f(x)=uy.
(In Worten: Jedes Element aus Y wird von f genau eins ”getroffen”.)

Definition.
Eine Abbildung F' : V — W zwischen E-Vektorrdumen V und W heisst linear (genauer
Homomorphismus von E-Vektorrdumen), wenn Yo, w € V und YV € E:

L1 Flv+w)=F(v) + F(w)

L2 F(\v) = AF(v)

Diese beiden Bedingungen kann man zusammenfassen zu einer:
L F(v+ \w) = F(v) + AF(w).

Notation.
Fir F': V — W linear ist F' € Hom(V,W).

Bemerkung.
Es ist iiblich, den Begriff Homomorphismus zu verscharfen:
(i) F € Hom(V,W) und bijektiv < Isomorphismus (Notation: V=W)

(ii) F e Hom(V,W)und V=W <« Endomorphismus (Notation: F' € End(V'))
(iii) F € End(V) und bijektiv < Automorphismus
Zudem gilt: (i) & 3G : W — V linear, so dass F o G = idy, G o F = idy, d.h.

YVweW: F(Gw))=w
YoeV: GF{)=v

Bemerkung.

Seien M(F'), M(G) die darstellenden Matrizen von F' : V' — W isomorphund G : W — V
homomorph und V;W sind endlichdimensionale Vektorraume, d.h. dim(V) < oo und
dim(W) < co. Dann bedeutet Bijektivitdt von F, dass
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o dim(V) = dim(W)
o M(F)-M(G)=M(G) M(F) = Lam) < M(F) = (M(G))™

Definition.
Zu jeder Basis B = {vy, ..., v,} von V gibt es genau einen Isomorphismus:

b E" =V, (21,...,2,) — bp(r1, .0y ) = Zxkvk = 2101 + ...+ x,0, mit dp(e;) = v;.
k=1

(In Worten: ¢p ordnet = seinen Koordinaten beziiglich der Basis B zu.)

Definition.
Sei die F' € Hom(V, W).

o Im(F) :=F(V) ={F(v)lv € V} C W ist ein Untervektorraum von W und heisst
Bild(F') oder Im(F").

e ker(F) := {v € V|F(v) = 0} C V ist ein Untervektorraum von V und heisst
ker(F).

Satz.
Sei F': V — W linear und V, W sind Vektorrdume. Dann gilt:

(i) F(0) =0, die Null wird immer auf die Null abgebildet

(ii) F surjektiv & Im(F) =W < dim(Im(F)) = dim(W)

(iii) F injektiv < ker(F) = {0} < dim(ker(F)) =0

(iv) F ist ein Isomorphismus < dim(V) = dim(W) = rang(F)

Satz.
Sind f, g linear Abbildungen = f o g ist eine lineare Abbildung.

Satz.
Sind f, g lineare Abbildungen, dann ist die Funktion F' := f + g die aus der Linearkom-
bination von f, g entsteht wieder eine lineare Abbildung.

Definition.
Der Rang der linearen Abbildung F' ist definiert als:

rang(F) = dim(Im(F)).

Bemerkung.

Der Rang der linearen Abbildung F' ist gleich dem Rang ihrer Abbildungsmatrix M (F').
Es gilt: rang(F) = dim(Im(F)) = rang(M (F)) = rang(M (F)T)

Bemerkung.

Zeilenrang = Spaltenrang: rang(M (F)) = rang(M(F)T)

Achtung: Im Allgemeinen gilt: Spaltenraum # Zeilenraum

Satz.

Seien V' und W zwei endlichdimensionale Vektorrdume eines grosseren Vektorraums (endlichdi-
mensional < dim(V) =n < oo und dim(W) = k < 0o) und sei f : V' — W linear, dann
gelten die folgenden Dimensionsformeln:
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o dim(V 4+ W) =dim(V) + dim(W) — dim(V N W)
e n = dim(V) = dim(ker(f)) + dim(Im(f))

Eigenschaften von linearen Abbildungen:
Seien V,W E-Vektorraume und B = {vq,...,v,} eine Basis von V. Sei F' : V — W
linear.

e Im(F) = span(F(vy), ..., F(v,)), d.h. F ist eindeutig definiert durch die Werte der
Basisvektoren

e Ist I injektiv und vy,...,v, € V linear unabhéngig, dann sind F'(vy),..., F(v,) €
Im(F') linear unabhéngig

e dim(F') < co und F' injektiv = F ist bijektiv!

Beispiel 1:
Sei F: R — R,z bx —1.

F ist nicht linear, da F'(0) = —1 # 0.

Bemerkung.

Sei f € Hom(V, W) und die Vektorrdume V,W sind endlichdimensional. Das Bild von f
wir aufgespannt von den Spalten von M(f), d.h.

Im(f) = span{Spalten von M(f)}.

Bemerkung.
Sei F' € Hom(V, W) und die dazugehérige Abbildungsmatrix M (F'). Dann gilt:

Flz)=0 < M(F)z=0.

Beispiel 2:
Gegeben:
T T1+ Xy — 3
F:R*=>R? o= |2~ |32 +20+ 225
T3 2x1 4 3x3
1 1 -1
mit M(F)=13 1 2 |,sd. M(F)x=F(x)
2 0 3

Gesucht: ker(F'), Basis vom ker(F"), Im(F"), Basis von Im(F')

Um ker(F') zu berechnen, berechne die Zeilenstufenform von M (F'):

T T N NS B | N £ B G
MEF) =31 2 | PP 0 2 5 | 0 2 5

20 3 2 0 3 0 -2 5
(i) — 32 (id) -l (i)~ =5 (i) 0 % 2(4) 2 .03 —~

0 -2 5| = —2 5| % 0 =2 5| = M(F)

00 0 0 0 0 0 0 0



Um Basis zu finden benutzen wir die Dimensionsformel:
dim(R?) = dim(ker(F)) + dim(Im(F))
& dim(ker(F)) = dim(R?) — dim(Im(F))
& dim(ker(F)) =3 —2
=1
dim(Im(F")) = rang(F') = rang(M(F)) = 2 konnen wir direkt von ]\7(F) ablesen. Dank

der Dimensionsformel wissen, wir das die Basis vom Kern F' einen Basisvektor enthalt.
Folgend werden die Losungsmenge von M (F') (bzw. M (F)) berechnen, welche zugleich
der ker(F') =ker(M(F)) :ker(M(F)) ist, da wir das LGS M (F)x = 0 16sen.

(Wie ihr in der Ubungsstunde gesehen habt, kénnen wir die Vektoren, die im Kern liegen,
auch mit Hilfe von M (F) ”erraten”.)

3. Zeile

M(F) = :=x3, t € R freier Parameter
M(F) 2.£§ile —21’2 + 51’3 =0
B 2w, 45t =0
& 2x9 =5t
& Ty = ét
)
r 1. Zeile
@ 2, 4+3t=0
=4 2372 = -3t
= 3t
Tg = —=
2T
T —%
= L=<z 2 )-tteR
I —%
= ker(F) = ker(M(F)) = To 2 ) a5, 23 €R?
XT3 1
T —%
= span T %
Z3 1
T -3
= span To 5)
ZT3 2
-3
= Basis vom ker(F') ist zum Beispiel : Byer(r) = 5
2
Fiir das Bild Im(F') wissen wir wegen der Bemerkung von oben:
1 1 -1
Im(F') = span 31,11}, 2
2 0 3



Wiéhle aus den Spalten von M (F') (Erzeugendensystem von Im(F')) zwei Vektoren als
Basis von Im(F’), ndmlich diejenigen die Pivotelemente in M (F') haben:

1 1
= Blm(p) = 3 , 1
2 0

Beispiel 3:
Gegeben: I : R3 — R? ist gegeben durch die folgende Matrix:

= (5 3 5)

Gesucht: Bestimme die Basen von ker(F') und Im(F).

(12 3\ Gyl (1 2 3\ @O-F@ 1 0 -1\
M(F>_<4 5 6) - (0 -3 —6) - (0 -3 —6>_'M(F)

Um die dim(ker(F')) zu finden benutzen wir die Dimensionsformel:

dim(R?) = dim(ker(F)) + dim(Im(F))
& dim(ker(F)) = dim(R?) — dim(Im(F))
& dim(ker(F)) =3 —2

dim(Im(F')) = rang(F) = rang(M(F)) = 2 koénnen wir direkt von M(F) ablesen.
Dank der Dimensionsformel wissen, wir das die Basis vom Kern F' einen Basisvektor
enthalt.

T 1
= ker(F) = ker(M(F)) = To —2 | - 23, 23 € R?
T3 1
T 1
= span To —2
XT3 1
1
= Basis vom ker(F) ist zum Beispiel : Byer(r) = -2
1

Fiir das Bild Im(F') wissen wir wegen der Bemerkung von oben:

wier=an (). () (2]

Wihle aus den Spalten von M (F) (Erzeugendensystem von Im(F')) zwei Vektoren als
Basis von Im(F), ndmlich diejenigen die Pivotelemente in M (F') haben:

=t = {(1). (%)}

6



fh

Let’ ok

Abbildungsmatrix (darstellende Matrix; Spezialfall mit Standardbasis)

Gegeben: VW ein Vektorraum, F' : (V, A) — (W,B),v — F(v) und Basis von V mit
A ={ay,...,a,} und die Standardbasis von W mit B = {by, ..., b, }

Gesucht: Mg'(F)

1. Berechne fiir jeden Basisvektor F(a;), i € {1,...,n}

2. Erstelle Mg (F) = (F(ay), ..., F(a,)) }  m-Zeilen.

n—S;;lten
Wir haben die Abbildungsmatrix von F' erhalten, wobei der Definitionsbereich
beziiglich A und Bildbereich beziiglich B gegeben ist.

Beispiel 4:
Sei F=4:Py = P,p—p=2

(i) Zu zeigen: F ist eine lineare Abbildung.

Beweis: Va,b e Py, A€ E:
d
F(a+ X\b) = E(a + Ab)
d d
— F(a) + AF(b) O

ii) Finde die Abbildungsmatrix ME(F) beziiglich der Monombasis B = {1, ¢, t2}.
B

Ao
p=Ao+ At + Xot? € Ps, pE (M| eE?
A2
A1
P =AM+ 2\t € Py, pE |2\ | € E?
0
1961
téeg
t:€3



— M (F) =

o O O
S O =
S NN O

Bemerkung.
Ein Polynom p € P, ist durch die Funktionswerte p(x;) an n + 1 paarweise verschiedenen
Punkten z; € {1,...,n} eindeutig bestimmt.

Bemerkung.
Seien V, U, W E-Vektorrdume mit dim(V') = n, dim(U) = k und dim(W) = ¢, dann ist
die Dimensionsregel fiir Verkniipfungen von linearen Abbildungen:

M(f) € R™", M(g) € R = Ml(go f) = M(g) - M(f) € "R¥* - R™") = R

2 Basiswechsel, Koordinatentransformation (I)

Definition.

Seien A = (e, ..., e,) die kanonische Basis vom Vektorraum V und B = (b, ...,b,) eine
weitere Basis von V beschrieben mit der kanonischen Basis. Dann existiert eine Trans-
formationsmatriz mit:

T9 =] -+ |by) it e; =TFb;, i€ {1,...n}.

Ty
Vi——"—— V3

Bemerkung.
Es gilt die folgende Rechenregel: T4 = (T9)™
Mit der obigen Definition erhalten wir somit: The; =b;, i €{1,...n}.



